Funcion valor absoluto
Sealafuncion| |:R — R* U {0} definida asi:

lxl_{—x, x<0
U g x>0

Funcion signo
Sea la funcién sign: R — {—1,0,1} definida asi:

X
- 0
sign(x) = {|x| x#
0, x =
Funcion delta
Sea la funcién 6: R — {0,1} definida asi:
0, x+0
80x) = {1 x=0

5(x) =1 —sign?(x)

Funciones minimo y maximo
Sea la funcién f: R — {0,1/2, 1} definida asi:

[x| + x

x#0
2 )
=4 2
E, x=0
1+ sign(x)
) = ————
Sea la funcién min: R? - R definida asi:
, _(x x<y
min(x,y) = {y, x>y
. x+y)—Ix—yl
min(x,y) =[1-f(x—y)x+ fx—y)y = >

Luego, la funcién max: R? — R se define asi:

(x+y)+[x—yl
2

max(x,y) = (x +y) — min(x,y) =



Propiedades
Parax € R:
. %lxl = sign(x), six #0
o sign(—x) = —sign(x)
e sign?(x) = sign(x), six >0
e §(—x)=6X)
e x6(x)=0
o x5 =1_6§®k)

d . _ .
o ——sign(x) =0, six#0
Relacion de Pertenencia a un intervalo
Sea la funcién g: {(u, v) € R?|u # v} x R - {0,1} definida asi:

x & [min(a, b), max(a,b)]
x € [min(a, b), max(a,b)]

9@ b)x) =7
g((a, b),x) = sign? (sign(x —a) —sign(x — b))

Sea la funcién g_: R? - {0,1} definida asi:

0, x>c
J-wlc,x) = {1} X <c

J-oo(C,x) = oog((a, b),x) = sign(1 — sign(x — ¢))

im
min(a,b)->—

Sea la funcién g, .: R? - {0,1} definida asi:

0,
g+°o(C,X) = {1' zs. ; E
Jroo(C,x) = lim  g((a,b),x)=sign(1+ sign(x —c))

max(a,b)->+o

Sea la funcién r: {(u, v) € R?|u # v} X R - {0,1} definida asi:



x & Jmin(a,b), max(a,b)|[
x € lmin(a, b), max(a, b)|

r((a, b),x) = {2:
r((a, b), x) = (1 — J_o(min(a, b),x))(l — Ji+oo(max(a, b),x))
Sea la funcién s: {(u, v) € R?|u # v} X R — {0,1} definida asi:

x ¢ Jmin(a, b), max(a, b)]
x € Jmin(a, b), max(a,b)]

s((a,b),x) = {(1’
s((a, b),x) = (1 — g_oo(min(a,b),x))(g_oo(max(a,b),x))
Sea la funcién t: {(u, v) € R?|u # v} X R = {0,1} definida asi:

x & [min(a, b), max(a, b)|
x € [min(a, b),max(a,b)[

t((a,b),x) = {2

t((a,b),x) = (g+w(min(a, b),x))(1 — g4+w(max(a,b),x))

Sea la funcién sign,: R — {—, 0, + 00} definida asi:

—00, x <0
Signe(x) = { 0, x=0
o0, x>0
X X

Signe(x) = 9-2(0,00+0(0,%) _ sign(1 — sign(x))sign(1 + sign(x))

Luego, la funcidn delta de Dirac 64: R — {0, o0} se define asi:

0, *+0
8o () = {oo i =0
5 () = ——
= = SignZ (x)

Funcidn parte entera
Sea la funcion| |:R — Z definida asi:

|x] = n, siemprequen <x <n+1
Observacidn: Si hay algin decimal entre los términos del argumento, el resultado es la parte entera de la forma decimal del argumento; en caso contrario,
es el cociente entero de la forma racional del argumento.

Ejemplo
Sea la funcion f: R — [0,1] definida asi:

x— x|, x€ [2 [;]2[;]+1[

(O IO S A P



FOO) =t <(z [;ﬁ] 2 Ej + 1),x> G — |xD) + ¢ ((z [;J +1,2 [;J + 2),x> (== () + D))
= sign <1 +sign(x -2 Ej)) <1 — sign <1 + sign (x (2 Ej + 1)))) (x — [x])

— sign (1 + sign <x (2 [;J + 1))) (1 — sign <1 + sign (x (2 Ej + 2)))) (x
— (lx] + 1)

f es continua, periddica de periodo 2 e inyectiva en [k, k + 1[ (con k € Z).

Funcidn kappa
Sea la funcion »: R — {0,1} definida asi:

(0, x@LZ
”(x)‘{L x €T

n(x) = 6(x — [x])
Ejemplo
La funcién del ejemplo anterior, se puede definir asi:

x — |x], |x] = 0 (mod 2)
f& ‘{ (x—(x]+1)), |x] =1 (mod?2)

0 = () e o (P2 (<o - o+ 1)

=<1—5 n<l"J M))( —li)—(l—mgn( 12-1_[1x12— 1])>(x—<lx1+1>)

También,
— (=1l
£ = (Dl (x (4 #))

f(ni/z) < |sinx]|

Observacion: |sin x| es una funcién continua en R, periddica de periodo 7 e inyectiva en [k;, (k+1) g[ (con k € Z).

Por otro lado,
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Residuo
Seann € Nylafuncion [ J,,: R - {0, ...,n — 1} definida asi:

[x1,, = k, siempre que |x| = k (mod n)
Proyector

Seann € Ny lafuncién a,,: {0, ...,n — 1} = {(xg, ..., xn—1) € {0,1}"*|xy + -+ + x,,_; = 1} definida asi:
au(k) = (8(k = 0), .., 6(k — (n — 1))
Se define la aplicacién P,,;: R™ X {0, ...,n — 1} - R asi:
Po(os s Yn-1) k) = (o, s Yn-1) - an (k) = ¥

Ademas, sea {fi Jxenufo} Una sucesion de funciones reales distintas, continuas en [k + in, (k + in) + 1] (coni € Z).
k<n

Por consiguiente, es posible definir una funcién f: R — R periddica de periodo n, asi:

lx] — k
n

n—-1
£G) = Pul e @ean [¥l) = fiag, () = ) x(

k=0

>fk(x)

Continua, si fi(k + 1) = fir1(k + 1)y fno1(n) = f,(0).

Ejemplo

La funcién del ultimo ejemplo se puede generalizar de la siguiente manera.
Paran € Nyk € NU {0} con k < 2™, sea la funcién f: R — [0,1] definida asi:

( (k+Dm km ~km _ n X o)
sin——— —sin— (x—k)+ sin—, lx] = k (mod 2™) A lzn—lj = 0 (mod 2)
fio) = {
(k+Dm | km C(k+Dm x
k(SIHZ—n —sin— (x —(k+ 1)) + sin—-/—, lx] = k (mod 2™) A lzn—lj =1 (mod 2)
Donde,
C(k+Dm | km s . m km
sin——— = sin—cos — + sin—cos —

2" 2n 2n 2n 2n



(k+ D km T km s
S—

co = cosz—ncosz—n - Sinz_nsmz_n
T Y27an-1 T \[2+an_4 _ -2, n=0
Y, 51n2—n— 2 Cosz—n——2 an_{ r—2+an_1’ >0
Luego,
2n—1 x| — k
f(x) = Z (= ) fi )
k=0
También,
1—(—1)12"%4
_x 4"
(x]+Dm | |x]n 1 _(_1)[2n_1J | (lXJ . >1r
fO) = (sin——— =sina- )| ¥ = | Xl + ————— | | #sin o

f es continua en R, periddica de periodo n e inyectiva en [k, k + 1[ (con k € Z).
Por otro lado,

f(#) < |sinx]|

Operaciones sobre intervalos cerrados

Complemento
x & [min(a, b), max(a,b)]

1,
1-g((ab)x) = {0, x € [min(a, b), max(a, b)]

Interseccion
Sea la funcién h: {(u, v) € R?|u # v}? X R - {0,1} definida asi:

x & [min(a, b), max(a, b)] N [min(c,d), max(c,d)]
x € [min(a, b),max(a,b)] n [min(c,d), max(c,d)]

h((a,b),(c,d),x) = {2

h((a, b), (c,d),x) = g((a,b),x)g((c,d),x)

Diferencia
Sea la funcién i: {(u, v) € R?|u # v}? X R - {0,1} definida asi:

x & [min(a, b), max(a, b)] — [min(c,d), max(c,d)]
x € [min(a, b), max(a,b)] — [min(c, d), max(c,d)]

i((ab), (¢, d),x) = {2

i((a, b), (c, d),x) = g((a,b),x) (1 - g((c, d),x))

Diferencia Simétrica
Sea la funcién j: {(u, v) € R?|u # v}? X R - {0,1} definida asi:

x ¢ [min(a, b), max(a, b)] A [min(c,d), max(c,d)]
x € [min(a, b), max(a,b)] A [min(c,d), max(c,d)]

(@ b), (¢, d), x) = {2



j((a, b), (c, d),x) = |g((a, b),x) — g((c, d),x)|

Unién
Sea la funcién k: {(u, v) € R?|u # v}? x R — {0,1} definida asi:

_ (0, x & [min(a, b), max(a,b)] U [min(c,d), max(c,d)]
k((a, b), (c, d),x) B {1, x € [min(a, b), max(a,b)] U [min(c,d), max(c,d)]
k((a, b), (c,d), x) = j((a, b), (c,d), x) + h((a, b), (c,d), x)

Si [min(a, b), max(a, b)] N [min(c,d), max(c,d)] = @, entonces,
k((a,b), (c,d),x) = g((a,b),x) + g((c,d), x)
Identidades para el Complemento

o 1- h((a, b), (c,d), x) =1- g((a, b), x)g((c, d),x)
o 1- k((a,b), (c, d),x) = (1 — g((a,b),x)) (1 — g((c, d),x))

Producto Cartesiano
Sea la funcién I: {(u, v) € R?|u #= v}? x R? - {0,1} definida asi:

_ (0, (x,y) € [min(a, b),max(a, b)] x [min(c,d), max(c,d)]
l((a, b), (e, d), Cx, y)) B {1, (x,y) € [min(a, b), max(a, b)] X [min(c,d), max(c,d)]

l((a, b)! (C' d)' (x' }’)) = g((a' b),X)g((C, d)' y)

Relaciones entre intervalos cerrados

Contenencia
Sea la funcién m: {(u, v) € R?|u # v}? - {0,1} definida asi:

[min(a, b), max(a,b)] € [min(c,d), max(c,d)]
[min(a, b), max(a,b)] € [min(c,d), max(c,d)]

m((a, b), (c, d)) = g((a,b),c)g((a,b),d)

m((@b), (c,d)) = {‘1)

Igualdad
Sea la funcién n: {(u, v) € R?|u # v}? - {0,1} definida asi:

0, ([min(a, b), max(a, b)] & [min(c,d), max(c,d)]) v ([min(c,d), max(c,d)] &€ [min(a, b), max(a, b)])
1, ([min(a, b), max(a, b)] € [min(c,d), max(c,d)]) A ([min(c,d), max(c,d)] € [min(a, b), max(a, b)])

n((a, b), (c, d)) = m((a, b), (c, d))m((c, d), (a, b))

n«mmxa@)={

También,
n((a, b), (c, d)) =8a—c)6(b—d)+8(a—d)s(b—c)



Disyuncidn
Sea la funcién p: {(u, v) € R?|u # v}? - {0,1} definida asi:

_ (0, [min(a, b), max(a, b)] N [min(c,d), max(c,d)] # @
p((a, b), (e, d)) N {1, [min(a, b), max(a, b)] N [min(c,d), max(c,d)] = @

p((a, b), (c, d)) =1- (1 —g((ab), c)) (1 — g((a, b), d))
Intersecantes
Sea la funcién q: {(u, v) € R?|u # v}? — {0,1} definida asi:

0, ([min(a, b), max(a, b)] N [min(c, d), max(c,d)] = @) v ([min(a, b), max(a, b)] € [min(c,d), max(c,d)])
b 4) = V ([min(c,d), max(c,d)] € [min(a, b), max(a, b)])
q((a, ). (e, )) )1, ([min(a, b), max(a, b)] n [min(c, d), max(c,d)] # @) A ([min(a, b), max(a, b)] € [min(c,d), max(c,d)])
A ([min(c,d), max(c,d)] & [min(a, b), max(a, b)])

q((@,b), (c.d)) = (1= p((a b), (¢, d))) (1 = m((a,b), (e, d)) ) (1 = m((c, D), (a, b))

Conjunto de Cantor
Seana,b € R cona < b. Se define el siguiente conjunto:

,
Wigs =11 < [a,b]]I = U [a;, b }
[ai,bi]g[a,b]
[ai,bi]n[aj,bj]=®
\ i,jEN comn i] J
Sea la aplicacion H: Wi, ) = W4 p) definida asi:
b—a b—a
H([a,b]) = [a,a+ 3 b3

Con la propiedad:
H(AUB) =H(A)UH(B), A, B € Wigp

Se define la siguiente sucesién de conjuntos cerrados {F;, }nenu(oy ast:

E _{ [a, b], n=20
" H(F,_,), n>0

L . - . b—a\"
Cada F, es la unién de 2" intervalos cerrados disjuntos de longitud (Ta)

Paraa = 0y b = 1, el conjunto de Cantor es definido asi:
= ﬂ F,
n=0

C es un conjunto cerrado en los reales, no vacio y de medida nula.
Como sucesion de conjuntos {4y }nenufo)

n A,



{0}

{0,2}

{0,2,6,8}

{0,2,6,8,18,20,24,26}
{0,2,6,8,18,20,24,26,54,56,60,62,72,74,78,80}

{0}, =n=0
A =
n {An—l U {p €Nlp = q+ (max(4,-,) + 3" 1 + 1)) AqE An_l}, n>0

H W NN -~ O

Como sucesién de numeros {an,k}nENU{O} :

keN
k<2™
0, n=20
n-1
Ank = An—1,k n>0ANk<2
an—1,k + (an—l,zn_1+(3n—1+1)) , n>0 ANk > 2n—1

También,
0, n=20

g = k-1
n {an—l,k + lFJ (an_l'zn-1+(3n-1+1)) , n>0

Se define la sucesion {Fn,k}nENU{O} de intervalos cerrados contenidos en [0,1] asi:

keN
k<2

Luego,

ro={i YER
fa(x) = ig ((%)n Ank» (%)n (anx + 1)) X
k=1

Conjunto potencia
Sea K un conjunto y R una relacion de equivalencia definida sobre K asi:

ARB, siy solo si, “A y B son subconjuntos finitos de K y tienen igual cardinal”.

Luego, la clase de equivalencia de A se define asi:



[A] = {Ranf|f: A — K es una funcioén inyectiva}

Por tanto,

{Ranf|f{1,2,---,Card(A)} » K es una funcion inyectiva},

El conjunto potencia es dado por:

P = | Jua

ACK

A=0



